Uber dasL 6senvon Differ entialgleichungen

(GerhardWanney Gerewe)

Nunsindwir schonzubotzen.schon?erst! michhungertmich
durst,mich schiffert, ich bin faul . . . botzendiesSauloch Ein
gedichtefon einender tiberbotzenfuchs=teufelwild undharb
wa.
sollich komennachbotzen
soschlagich michlieberin d'fozen.
(W. Mozartandie Schwester28. Okt. 1772)

BerechnungeinesBrlckenbogens.

Problem. Berechnalie “beste” Form einesBruickenbogens.

EinfacheresProblem. Ein Brickenbogeralleine.



Der Bogenumgedreht.
Wir drehendenBogenum, und sehendasswir esmit derlinea cate-
naria (Galilei 1638,Joh.Bernoulli1691,Leibniz 1693)zutun haben
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Zur ick zum komplizierten Problem.
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Modern: mit Maple:

d L (14 ) |
= — — + 1 4+ p% + arcsinh
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undnach“simplify”:
/ dp 1 —=+/1+ p*+ arcsinh(p) p
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Altmodisch: Substituierep = sinh u, dannz = ¢* und dasintegral
wird rational. Dannsetzez = p + /1 + p?.
SchliessliclkommenbeidezumProblem
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+ arsinh(p) = x .

Diesesmussnachp = &(x) aufgebstwerdenund dannnochdazu
integrierty = [ ®(z) dz. (“Lasciateogni speranza’)



Numerisch.
... themethodof Runge-HKittais probablybestadaptedo me-
chanicalcomputatiorbecausehe methodof solutiondepends
entirelyonthe evaluationof arepetitve sequence.
(H. Aiken, Proposed automatic calculating machine, 1937)
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Png1 =Pn+h-(/1+p2+1) ]%
Ynt1/2 = Yn + 9 : (pn)

Pnt1 = Pn + b (\/1 +Prjrjp 1)
Ynt1 = Yn + I - (pn-|—1/2)

Yn+1 = Yn T h - (pn)

Caucly 1824:Proofof corv.

FiurnochkompliziertereGleichungerfzumBeispielmit Beriicksichti-
gungdesGewichtesderStrebenyibt eskeinezusatzlichenSchwierigleiten,

nur etwasmehrArbeit fur denComputer



Eine Grippeepidemie.
(Kermack-Mckendrick1927,N.Bailey 1985)
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dw/dt:—ﬁ-x-y—l—,u(X—x)

dy/dt =+p-z-y—~v-y+uY —y)
dz/dt =+~ -y

dX/dt = —B-X Y + pu(z — X)
dY/dt =+3-X Y —~v- Y +pu(y-Y)
dZ/dt = +v-Y

= VorhersagelerzweitenEpidemie(in Moskau,sieheBild).

Zwei Stadte:



Genesigder Runge-Kutta Methoden.

Fur hoheGenauigkitsanforderungesinddie obigenMethodemicht
gut genugund wir braucherbessee Methoden! Hier beginnt eine
langeEntwicklung,die dasganze20. Jahrhundergjedauerhat. Eine
Ubersicht:

Die Differentialgleichundgeschriebeials System):

y — f(ta y)a y(tO) = Yo-
RungedMethode(die ersterzwei Bilder):
kv = f(to, yo) kv = f(to,yo)
ke = f(to+ h,yo + hk1) k2:f(to—|-%,yo—|-%k1)
(1 :yo+%(k1—|—k2) Y1 = Yo + hks.

Y[ expl.trap.rule/ . Y[ expl. midp.rule . Y[b1 b2 // b3

|dee fUr eineallgemeineMethode (Heun1900,Kutta 1901, letztes
Bild): allgemeineKoefiizientenq,;, b; = Polygonlinienfuhrenzu
neuenPunktenjn denender Anstieg ausgavertetwird. In Formeln:

.ICZ' = f(to—l—cih,yo—l—hZaijkj), iZl,...,S

7=1
Y1 = Yo hzbiki-
1=1
Taylor Entwicklungvon y; undy(¢;); DurchVergleichBedingungen
fur Ordnungp (lokalerFehlerist < C - hPT1),
Resultat: Eine Reihe von algebraischenGleichungenfir «;;, b;,

c;, = Zj ;.



Butchers grosseResultate(Butcherl963).
= Die numerisch&.osung:
h4
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(“kA” heisst'komplizierterAusdruck”)
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Der mittlere Teil fehlt in derexaktenLdsung=- die Ordnungsbedin-
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Beispiele:

S.b =1 for order1;

In addition Soibic; =1/2 for order2;
in addition S bt =1/3

and Y, .ba;c; =1/6  fororders.



Ergeblisse: (sieheButcher- W., in “Special Issue”J. Appl. Num.

Math. 1996)

p s eqs. Autor Jahr

2 2 2 Coriolis 1837

2 2 2 Runge 1895

3 4 4 Runge 1895

3 3 4 Heun 1900

4 8 8 Heun 1900

4 4 8 Kutta 1901

0 0

1/2|1/2 1/3| 1/3

/2] 0 1/2 2/3|-1/3 1

1 0 0 1 1 1 —1 1
1/6 2/6 2/6 1/6 1/8 3/8 3/8 1/8

59 6 17 Kutta 1901

5 6 17 Nystrom 1925

6 8 37 Huta 1956

6 7 37 Butcher 1964

79 85 Butcher 1968

8 11 200 Curtis 1970

8 11 200 CooperVerner 1972

10 18 1205 Curtis 1975

10 17 1205 Hairer 1978

Ein ausgezeichneteBrogramm fur allgemeineProbleme:

DOP853

(Dormand& Princel980,1989),(Hairerl993).






Steife Differ entialgleichungen.

Beispiele. Die “Linienmethodefur partielle Dgin. (Crank-Nicolson
1947),chemischeReaktionenCurtiss& Hirschfelderl952,Robert-
son1966).Beispiel:

Eine steife Stange.

Zn: alkék = n4 (Hl—l — 291 + 91+1) + n2 (COS 91 Fy — sin (91 Fx)

k=1

_Zglksm(‘gl_'gk)éi, [=1,...,n

k=1

EinesteifeStanggDrawing: K. Wanner)



Verhalten von DOP853:

ry 4th step drawn.

Fig. 1.11. DOP853 on highly oscillatory
beam with Tol = 0.000001,

n=10, eve

ry 5th step drawn.

Fig. 1.10. DOP853 on the beam
with Tol = 0.0075,

n=20, eve

ry 20th step drawn.

Fig. 1.9. DOP853 on the beam
with Tol =0.0000001

n=40, eve

Folgerung: Wir brauchemeueMethoden.
Antwort: BDF Methoden(Curtiss& Hirschfelderl952,Gearl1968).

Andere Antwort: Implizite RungeKuttaMethodenCrank-Nicolson
1947,Butcherl964,Ehle 1968).



AnderesBeispiel: Einechemisch&eaktiommit Diffusion(der“Brus-
selator”)

du 5 0*u
E:A—I—u v—(B—I—l)u—I—a—xQ
ov 5 0%v
E—BU—U’U—FOJW

“Linienmethode”:Grid z; =¢/(N + 1) (1 <: < N), Az =1/(N +
1) andobtain

w; = 1+ uiv; — du; + 5 (wimy — 2u; + Uig1),

o
(Az)
v; = Ju; — u?vi + Vi1 — 20; + viq1),
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Wie verstehen??
(Curtiss& Hirschfelderl952).Beispiel:

y'=—AMy — (1)) (Agrossg glatt)
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Stabilitatsanalysiss(Courant-Friedrichs-Lay 1928,Dahlquist1963):

Beispiel: Euler’'s Methode.

Eul
y' = f(y) T Yosr = Yo+ A (y0)
linear. Hdiag. linear. -diag.
y' = Ay Euler = (1 .

Yn =

R=1+z,

Stabilatsbereich: S = {z; |R(z)| <1}

" Yo

z = h\



Andere Methoden:

Runge2

ky = f(yn + hkl)
Ynt+1l = Yn T %('Zﬁ + ko)

R=1+z2+%

Impl. midpoint

k1 :f(yn‘l'%kl)
Yn+1 = Yn + hky

Impl. Euler

yn-l—l —
Yn T hf(yn-i—l)

1

1 —=z

R =

Allgemein: R(z) =
Bedingungflur A-Stabilit at:
1. Alle Pole(= Nullstellenvon L) in C*;

2. E(y) = L(y)L(—iy) — K(iy) K(—iy) > 0 Vy.



Order Stars (W., Hairer, Ngrsett1978).

A= {z; |R(z)| > |ez|}

y-

RADAU1

RADAU13 RADAU9

TransformiereinenumerischéVlethodein geometrisché&igur:

“numerischeEigenschaften. “geometrische’Eigenschaften

Prazision(Ordnung) < Zahlder“Finger”
impl. Arbeit < ZahlderPolein “schwarzenFingern”
semiimpl. Arbeit < ZahlderPoleaufreellenAchse
expl. Rechenarbeit< Zahrl derNullstellenin “weissen”Fing
A-Stabilitat < keinKontaktmit R, Polec C*



RADAUS5, Methode (Ehle 1968)und Programm (Hairer 1991):

4—/6 88 — 7\/6 206 — 169v/6 —2+ 36
10 360 1800 225
446 | 296 + 169v/6 88 + 7/6 —2-3V6
10 1800 360 225
) 16 — /6 16 + 6 1

36 36 9
16 — 6 16 + V6 1
36 36 9

1+22/54 2%/20

fz)=1— 32/5 + 322/20 — 23/60

ExcellentesVerhalten von RADAUS bei der elastischenStange:




AnderesBeispiel: Planetenbeechnung

Man siehtdassselbstderfrommsteMann
nichtallenLeutengefallenkann.

(W. Busch1874)
Zweikorperproblen{Kepler):

il Gy = q2
9 =— — .
qi + 43)*% (41 + ¢3)%/?

. . l1+e
@(0) =1-e, @(0)=0, @(0)=0, @(0)= 4/ —_ =06

berechnemit RADAU iber1000 PeriodenTol= 107°)

i = -
(

1_

_1_

... UberlangenZeitintenallenwird numerischd.dsungfalsch.

... anderer Vortrag ... anderesBuch ... (E. Hairer, Chr. Lubich)
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